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Abstract. In this note, we present the correction of the problem from the theory of

surfaces. The equations for the surface (Σ) were inspired by the monograph cited in

the references, published by the eminent Japanese mathematicians Katsumi Nomizu

and Takeshi Sasaki.

Résumé : Dans cette note, on présente le corrigé du problème de la théorie des sur-

faces. Les équations de la surface (Σ) ont été inspirées du monographe cité en réfé-

rences, publié par les éminents mathématiciens japonais Katsumi Nomizu et Takeshi

Sasaki.
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1. Présentation du Problème

On dé�nit une surface (Σ) par les équations :

M(u, v)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
X = p(u).cosv
Y = p(u).sinv

Z = q(u) =

∫︂ u

0

√︁
1− e−2ctdt
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avec p(u) =
e−cu

c
, c une constante positive, u > 0.

1. Calculer les composantes des vecteurs OM′
u et OM′

v.

2. Calculer les coe�cients E,F,G de la première forme fondamentale de la

surface (Σ).

3. En déduire l'expression de ds2.

4. Les coordonnées (u, v) sont-elles orthogonales ? symétriques ?

5. Peut-on transformer les coordonnées en coordonnées symétriques ?

6. Calculer un vecteur unitaire normal n de (Σ).

7. Calculer les vecteurs :

OM
′′
uu, OM

′′
uv, OM

′′
vv

On pose :

L = n.OM′′
uu, M = n.OM′′

uv, N = n .OM′′
vv

8. Calculer les coe�cients L,M et N .

9. En utilisant le cours, déterminer l'expression des courbures moyenne et

totale.

10. Calculer les lignes géodésiques de (Σ).

2. Correction du Problème

1. Les composantes des vecteurs OM′
u et OM′

v sont :

OM
′
u

⎧⎨⎩
−e−cucosv
−e−cusinv√︁

1− e−2cu

, OM
′
v

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−e−cu

c
sinv

e−cu

c
cosv

0
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2. Les coe�cients E,F,G de la première forme fondamentale de la surface (Σ)

sont : ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
E = ||OM′

u||2 = e−2cu(cos2v + sin2v) + 1− e−2cu = 1

F = OM′
u.OM

′
v =

e−2cu

c
cosvsinv − e−2cu

c
sinvcosv = 0

G = ||OM′
v||2 =

e−2cu

c2
(sin2v + cos2v) =

e−2cu

c2

(2.1)

3. Par suite : ds2 = Edu2 +Gdv2 = 1.du2 +
e−2cu

c2
dv2 = du2 +

1

c2e2cu
dv2.

4. Les coordonnées (u, v) sont orthogonales car F = 0 mais E ̸= G par suite

non symétriques.

5. On peut transformer les coordonnées en coordonnées symétriques. Ecrivons

ds2 comme suit :

ds2 = du2 +
1

c2e2cu
dv2 =

1

c2e2cu
(c2e2cudu2 + dv2)

Faisons le changement de variables : U = ecu =⇒ dU = cecudu, ds2 devient :

ds2 =
1

c2U2
(dU2 + dv2)

Ainsi les coordonnées (U, v) sont orthogonales et symétriques.

6. Soit N le vecteur normal en un point de (Σ) :

(2.2)

N =

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ −e−cucosv
−e−cusinv√︁
1− e−2cu

∧

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓
−e−cu

c
sinv

e−cu

c
cosv

0

=

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓
−e−cu

√
1− e−2cu

c
cosv

−e−cu
√
1− e−2cu

c
sinv

−e−2cu

c

=⇒ ||N ||2 = e−2cu

c2

D'où :

||N || = e−cu

c
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Par suite, on obtient le vecteur unitaire normal n donné par :

n =
N

||N ||
=

c

e−cu

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓
−e−cu

√
1− e−2cu

c
cosv

−e−cu
√
1− e−2cu

c
sinv

−e−2cu

c

=

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ −

√
1− e−2cucosv

−
√
1− e−2cusinv

−e−cu

Le vecteur n est dirigé le point origine des axes du repère (O,X, Y, Z).

7. Le calcul des vecteurs :

OM
′′
uu, OM

′′
uv, OM

′′
vv

donne :

OM
′′
uu =

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ ce−cucosv
ce−cusinv

− c√
1− e−2cu

OM
′′
uv =

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ e−cusinv
−e−cucosv
0

OM
′′
vv =

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓⃓
⃓
−e−cu

c
cosv

−e−cu

c
sinv

0

On pose :

L = n.OM′′
uu, M = n.OM′′

uv, N = n .OM′′
vv

8. Le calcul des coe�cients L,M et N donne :

L =
ce−3cu

√
1− e−2cu

, M = 0, N =
e−cu

c

√︁
1− e−2cu

9. Pour la première forme fondamentale ds2, on a déjà noté à la question 2. :

g =

(︃
E F
F G

)︃
=

⎛⎝1 0

0
e−2cu

c2

⎞⎠ =⇒ g−1 =

⎛⎝1 0

0
c2

e−2cu

⎞⎠
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et de la deuxième forme fondamentale, par abus de notation, on note par Φ

la matrice ci-dessous :

(2.3)

Φ = Φ(u, v) =

(︃
L M
M N

)︃
=

(︃
L 0
0 N

)︃
=

⎛⎜⎝ ce−3cu

√
1− e−2cu

0

0
e−cu

c

√︁
1− e−2cu

⎞⎟⎠
Alors, on a la courbure totale K en un point de la surface (Σ) est égale au

rapport des déterminants de ses deuxième et première formes fondamentales :

(2.4) K =
DétΦ

Détg
=

LN −M2

EG− F 2
=

LN

EG
=

c2

e2cu

et la courbure moyenne H en un point d'une surface est égale à la trace de la

matrice g−1.Φ or :

H = g−1.Φ =

⎛⎝1 0

0
c2

e−2cu

⎞⎠ .

⎛⎜⎝ ce−3cu

√
1− e−2cu

0

0
e−cu

c

√︁
1− e−2cu

⎞⎟⎠ =⇒

H =

⎛⎝ ce−3cu

√
1− e−2cu

0

0 cecu
√︁
1− e−2cu

⎞⎠(2.5)

D'où H :

H = Tr(H) =
ce−3cu

√
1− e−2cu

+cecu
√︁
1− e−2cu =

c√
1− e−2cu

(ecu+e−3cu−e−cu)
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10. Calculs des lignes géodésiques de (Σ). Des relations (2.1), on obtient les

équations :

(2.6)

∂E

∂u
= 2

∂M

∂u
.
∂2M

∂u2

∂E

∂v
= 2

∂M

∂u
.
∂2M

∂u∂v

∂F

∂u
=

∂2M

∂u2
.
∂M

∂v
+

∂M

∂u
.
∂2M

∂u∂v

∂F

∂v
=

∂2M

∂v2
.
∂M

∂u
+

∂M

∂v
.
∂2M

∂u∂v

∂G

∂u
= 2

∂M

∂v
.
∂2M

∂u∂v

∂G

∂v
= 2

∂M

∂v
.
∂2M

∂v2

Soit (Γ) une courbe de (Σ) and N est le vecteur unitaire de la normale princi-

pale le long de (Γ). Nous rappellons la dé�nition de la ligne géodésique d'une

surface donnée :

De�nition 2.1. Une courbe (Γ) est une ligne géodésique de la surface (S)

si et seulement si les vecteurs n and N sont collinéaires [1].

Calculons l'expression du vecteur N , on obtient :

N = R
dT

ds

mais :

T =
dM

ds
=

∂M

∂u

du

ds
+

∂M

∂v

dv

ds
Il s'ensuit :

dT

ds
=

∂2M

∂u2

(︃
du

ds

)︃2

+ 2
∂2M

∂u∂v

du

ds

dv

ds
+

∂M

∂u

d2u

ds2
+

∂M

∂v

d2u

ds2
+

∂2M

∂v2

(︃
dv

ds

)︃2

La condition n // N peut être écrite :

N ∧ n = 0
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par suite :

R
dT

ds
∧

⎛⎜⎝ ∂M

∂u
∧ ∂M

∂u
H

⎞⎟⎠ = 0

Uilisant la formule du produit vectoriel :

A ∧ (B ∧C ) = (A.C )B − (A.B)C

on obtient : (︃
dT

ds
.
∂M

∂v

)︃
∂M

∂u
−
(︃
dT

ds
.
∂M

∂u

)︃
∂M

∂v
= 0

Or
∂M

∂u
et

∂M

∂v
forment une base du plan tangent en M , d'où les deux

conditions :
dT

ds
.
∂M

∂v
= 0 and

dT

ds
.
∂M

∂u
= 0

On obient donc deux équations di�érentielles du second ordre :

(2.7)

∂2M

∂u2
.
∂M

∂v

(︃
du

ds

)︃2

+F
d2u

ds2
+2

∂2M

∂u∂v
.
∂M

∂v

du

ds

dv

ds
+
∂2M

∂v2
.
∂M

∂v

(︃
dv

ds

)︃2

+G
d2v

ds2
= 0

et :

(2.8)

∂2M

∂v2
.
∂M

∂u

(︃
dv

ds

)︃2

+F
d2v

ds2
+2

∂2M

∂u∂v
.
∂M

∂u

du

ds

dv

ds
+
∂2M

∂u2
.
∂M

∂u

(︃
du

ds

)︃2

+E
d2u

ds2
= 0

Introduisons les notations suivantes :

E′
u =

∂E

∂u
; E′

v =
∂E

∂v
; F ′

u =
∂F

∂u

F ′
v =

∂F

∂v
; G′

u =
∂G

∂u
; G′

v =
∂G

∂v

et utilisons les équations (2.6), les 2 dernières équations (2.7-2.8) peuvent

s'écrire sous la forme :

(F ′
u − E′

v

2
)

(︃
du

ds

)︃2

+ F
d2u

ds2
+G′

u

du

ds

dv

ds
+

G′
v

2

(︃
dv

ds

)︃2

+G
d2v

ds2
= 0(2.9)

(F ′
v −

G′
u

2
)

(︃
dv

ds

)︃2

+ F
d2v

ds2
+ E′

v

dv

ds

du

ds
+

E′
u

2

(︃
du

ds

)︃2

+ E
d2u

ds2
= 0(2.10)

7



On remplace les valeurs des di�érents coe�cients E′
u, E

′
v, ..., les 2 équations

ci-dessus deviennent :

−2ce−2cudu

ds

dv

ds
+ e−2cu.

d2v

ds2
= 0(2.11)

ce2cu
d2u

ds2
+

(︃
dv

ds

)︃2

= 0(2.12)

La Soukra, 08 Août 2026
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